Granica funkcji — ciaglosé¢ funkeji

Niech funkcja f: X — Y bedzie okreslona w pewnym otoczeniu U punktu

X, -

Definicja 10. Funkcje /" nazywamy cigglg w punkcie x, wtedy i tylko wtedy,
gdy istnieje granica funkcji f w tym punkcie i jezeli ta granica jest rowna
warto$ci funkcji f w punkcie x,, tzn.

lim f(x)=7(x).

Jezeli funkcja f nie jest ciagta w punkcie X, , to punkt ten nazywamy punktem
nieciggtosci funkcji.

Definicja 11. Funkcje f nazywamy lewostronnie (prawostronnie) cigglq
w punkcie x, wtedy i tylko wtedy, gdy funkcja f ma w tym punkcie granice
lewostronng (prawostronng) réwng swej wartosci, tzn.

lim f(x)=f(x,) (lubodpowiednio lim f(x)=f(x,))-

Uwaga. Funkcja f jest ciaglta w punkcie x, wtedy i tylko wtedy, gdy jest
w tym punkcie lewostronnie i prawostronnie ciagla.

Mowimy, ze funkcja jest ciaglta w przedziale X, jezeli jest okreslona i ciagla
w kazdym punkcie tego przedziatu. Funkcje ciagla w catej swojej dziedzinie
nazywamy krotko funkcjq cigglq.

Podamy teraz kilka wybranych wlasnos$ci funkcji ciggtych.

Twierdzenie 4. Wszystkie funkcje elementarne sa funkcjami cigglymi.

Uwaga. Z powyzszego twierdzenia wynika, ze funkcja, ktorej wzor przyjmuje
rozng posta¢ w roznych przedziatach (przy czym, w kazdym przedziale jest
funkcjg elementarng) moze nie by¢ ciaggla jedynie w punktach, w ktorych
zmienia si¢ zapis wzoru funkcji.

Twierdzenie 5. Suma, roznica, iloczyn i iloraz (w punktach, w ktorych jest on
okreslony) funkcji ciagtych w punkcie x, jest funkcja ciaglta w tym punkcie.
Twierdzenie 6. Funkcja odwrotna do funkcji ciaglej i malejacej (rosnacej) jest
ciaggta i malejaca (rosnaca).

Twierdzenie 7. Zlozenie funkcji ciaglych jest funkcja ciagla.



Przyklad 3. Zbada¢ ciaglos¢ funkcji:
{x -1 dlax<0

T 22 dlaxso

Rozwigzanie.

Wystarczy zbada¢ ciaglo$¢ tej funkcji w punkcie x,=0. W pozostatych
punktach ta funkcja jest ciagta (twierdzenie 4). Z definicji 10 wynika, ze aby
zbada¢ ciaglos¢ funkcji w punkcie x, nalezy: 1) wyznaczy¢ warto$¢ funkcji
w tym punkcie, 2) obliczy¢ granice funkcji w punkcie x, (w tym celu czasami
trzeba obliczy¢ granice jednostronne), 3) sprawdzi¢, czy granica funkcji
w punkcie x, jestréwna wartosci funkcji w tym punkcie. Otrzymamy:

D f(0)=e"-2=1-2=—1,
lim f(x)=lim (x—-1)=-1
x—0" x—0" .
2 =lim f(x)=-1,
) lin(} f(x)= lin(} (e"-2)=-1 X0 J(x)
3) Stwierdzamy zatem, ze poniewaz lim0 f(x)=f(0), to funkcja jest ciggla

w punkcie x, =0, a co za tym idzie — jest ciggla w calej swojej dziedzinie,
czyli w zbiorze R.

Przyklad 4. Dla jakiej wartosci p funkcja

2

X +x-2
—— dlax=1
S)=1 x-1 ,
p dla x=1

jest ciggla w R.

Rozwiazanie. Badana funkcja moze by¢ nieciagla jedynie w punkcie x,=1.
Postegpujac analogicznie, jak w przyktadzie 3 otrzymamy:

) fM=p,
2 J— J—
2) lim f(x)=lim* ¥ =2 _ [9} Cim DD )23,
x—l1 =l x—=1 0 x—l1 x—1 x—l1

3) Zatem funkcja bedzie ciagla w punkcie x, =1 (a jednocze$nie w R) dla
p=3.



Zadania do samodzielnego rozwigzania

Zbada¢ ciggltos¢ funkcji:

4
x =16
— dlaxz-2
53. f(x)=9x*-2x s
3 dla x=-2
A e
ax
55. f(x)=9 2x ,
2 dla x=0

1
arctg— dla x<0
54, f(x)={" Tx :
cos3x dlax=>0
1 X
(—j +1 dla x<0
3
56. f(x)=<log,(x+2) dla 0<x<6.
x-3 dla x>6

Dla jakiej wartosci p dana funkcja jest ciagta w punkcie x, :

Al x=0
57. f(x)=1<sin3x , % =0,
p dla x=0
2 <
58, f(x)= (x+ p) dlax_O’ 0,
x—1 dla x>0
pr—x dla x <1
59. f(x)=4 ,2_ , Xo=1
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